3. Lescarrésmagiques** ***

Soit un carré composé lui-méme d’ un certain nombre de cases carrées ayant toutes la méme gran-
deur. Ce carré est dit magique, lorsgu’ aprés avoir mis un seul nombre dans chacune des cases, la
somme des nombres de chague ligne (horizontale), de chague colonne (verticale) et des deux dia-

gonales (principales) est toujours laméme. Cette somme est appel ée densité.

Un carré magique est dit normal lorsque les nombres qui le composent sont des nombres entiers
positifs consécutifs commencant par 1.

L’ ordre d un carré magique est le nombre de lignes (ou de colonnes) qui le composent. Un carré
magique d’ ordre 3 contient forcément 9 nombres.
Dans les exercices qui suivent, il est conseillé de vérifier les solutions apres chague exercice.

1. Quelleest ladensité d’un carré magique normal d’ ordre 3 ? Construis-en un.
2. Construis un carré magique d ordre 3 ne contenant que des nombres pairs allant de 10 a 26.
3. Cecarré magique normal d’ ordre 4 est étonnant. Pourquoi ?

1 (12| 7 |14
15/ 6|9 |4
10| 3 |16|5

8 113| 2 |11

4. Construis deux carrés magiques d ordre 4 composés de nombres entiers positifs multiples
de 5 dont le plus petit est 5.

5. Quelleest ladensité d un carré magique normal d ordre 5 ? Construis-en un.

6. Quelleest ladensité d un carré magique contenant 81 nombres impairs consécutifs dont le
plus petit est 13 ?

Solutions

1. Somme des 9 neuf nombresde cecarré magique: 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45
Ces neuf nombres doivent se répartir dans les 3 lignes et la somme dans chaque ligne doit
étre identique (par définition d’un carré magique). La densité est donc égale a 15 (45 : 3).
Maintenant, il faut trouver 8 additions (3 lignes, 3 colonnes et 2 diagonales) formeées de 3
nombres dont la somme est 15. Cherchons tous les cas possibles :
1+5+9=15 1+6+8=15 2+4+9=15 2+5+8=15
2+6+7=15 3+4+8=15 3+5+7=15 4+5+6=15
Il'y a8 cas possibles (bien entendu, les nombres, dans chaque addition peuvent étre permu-
tés), ce qui est intéressant car il nous falait trouver 8 additions. Observons le carré ci-
dessous a gauche. Le e va se retrouver 4 fois dans nos additions (1 ligne, 1 colonne et 2
diagonales). Or, seul le 5 apparait 4 fois dans nos cas possibles. Donc, e=5. Lesa, ¢, g et i
seretrouvent 3 fois. Ils correspondent forcément aux nombres 2, 4, 6 et 8. Lesb, d, f et h
apparaissent 2 fois, ce sont lesnombres 1, 3, 7, 9. Essayons 2, 9 et 4 dans la premiere ligne.

alblc 2194 4192 6|72
dle|f 71513 357 1|59
gl h|i 6|18 8|16 8|34

Lasuite du carré magique se construit aisement. Il existe 7 autres carrés magiques normaux
Page 1 sur 4



d ordre 3 qui peuvent tous étre obtenus a partir de celui que nous avons trouveé, en effec-
tuant des rotations ou des symétries. En voici deux (les deux de droite). C' est pourquoi, on
peut considérer qu’'il Ny aqu’un seul carré magique normal d’ ordre 3.

Bien entendu, on peut trouver ce carré magique uniquement par tatonnements.

Relevons qu’ a des rotations ou symétries pres, le nombre de carrés magiques normaux est
deOdanslecasd un ordre 2, de 1 pour le cas d’un ordre 3, de 880 pour le cas d un ordre 4
et de 275'305'224 pour le cas d’un ordre 5.

. On pourrait faire exactement les mémes recherches qu’al’ exercice précédent. Maisil existe
une méthode plus simple. Notons ci-dessous a gauche le premier carré magique trouvé dans
I’ exercice précédent. Remplagons ensuite (carré magique a droite ci-dessous) le 1 par 10, le
2 par 12, le3 par 14, le 4 par 16 et ains de suite et nous obtenons le carré magique deman-
dé (densité = 54).

2194 12126 | 16
7153 22118 |14
61|38 20110 24

Cette technique consistant a utiliser un carré magique pour en résoudre un autre peut sou-
vent étre utilisée. La preuve peut étre apportée en notant x le plus petit nombre du carré
magique de départ, t, I’ écart entre le plus petit des nombres des deux carrés magiques (dans
notre exemple, t =9 = 10— 1), et n, I’ écart entre chague nombre du carré magique atrouver
(2 dans notre exemple). Dans le carré magique de départ, 1 est remplacé par X +t, 2 par X +
t+n, 3parx +t+2n,4parx +t+ 3n, etc. On peut vé&ifier ains que toutes les sommes va-
lent 3x + 3t + 12n.

Ce carré magigue (densité = 34) est dit « diabolique » car si I’ on partage ce carré en deux
rectangles égauix ou inégaux, par une ligne verticale ou horizontale, le carré demeure ma-
gigue apres échange des deux rec-

1127 |14 15/ 6|9 | 4 tangles (un exemple est donné dans le
second carré magique ci-contre, la
1516|914 1013 |16] 5 premiere ligne étant passée en derniere
10! 31165 8113 2 |11 ligne. Celasignifie gu’ un nombre
quel conque du carré magique peut oc-
8 13| 2 |11 1112 7 |14 cuper une case quelconque du carré
magique.

Ce carré magigue aencore d' autres propriétés : les neuf carrés formés de 4 cases ont tous
une somme correspondant aladensité (exemples: 34=1+12+15+6=12+7+6+9=
9+4+16+5,etc.).Onvoitaussi quel+ 14+ 8+ 11 =34,

Utilisons laméme technique qu’ al’ exercice 2. A partir du carré magique de |’ exercice 3
(celui de gauche), remplaconsle 1 par 5, le 2 par 10, le 3 par 15, etc. Nous obtenons le car-
ré magique suivant, a gauche, dont ladensité est 170 (5 fois 34). On obtient le carré ma-
gique de droite (densité =

5 (60| 35|70 5 [115| 65 | 135 320) en remplagant le 1 par 5,
le 2 par 15, le 3 par 25, etc.

75 | 30| 45|20 145| 55 | 85 | 35 i )

Ces deux carrés magiques
50 15 80 | 25 95 25 | 155 | 45 sont aussi « di abollques ».
40 | 65 | 10 | 55 75 | 125 15 | 105

Page 2 sur 4



Profitons pour montrer comment construire un des 880 carrés magiques normaux

d ordre 4 : on construit le carré de gauche non magique avec |es nombres écrits dans un
ordre croissant. Les nombres des deux diagonales sont ensuite inversés. Dans une des dia-
gonales, le1 et le 16 sont inverses, ainsi quele 6 et le 11. On fait laméme chose avec la
seconde diagonal e et on obtient le carré magique normal de droite.

112|314 16| 2| 3 |13
5| 6|78 51110 8
9110|1112 9|7 |6]|12
13|14 15| 16 4 114115 1

La somme des nombres entiers positifs allant de 1 a 25 est égale a 325. La densité vaut 65
(325:5).
La fonction suivante permet de trouver la densité de tous les carrés magiques normaux

2 2
dordren: ﬂnz—ﬂ)S n=>5, onaﬂ%)= 65.

Onavual exercice1 qu'il y aun peu plus de 275 millions de carrés magiques hormaux
d ordre 5. Avec un peu de chance et d’ obstination, vous en avez certainement trouvé un.

Il existe de nombreuses méthodes pour construire des carrés magiques. En voici une qui
permet de construire des carrés magiques d’ ordre impair, méthode parfois utilisée par des
magiciens.

Régle générale :

Il faut construire les cases du carré magique (ici d’ ordre 5) ainsi que quel ques cases tou-
chant le carré magique sur la partie du haut et de droite, comme indiqué sur la figure sui-
vante, en jaune, bleu et orange (case A).

Le 1 doit toujours étre placé tout adroite sur laligne du milieu de notre carré magique. Les
nombres suivants doivent aller dans la case au-dessus et a droite du nombre précédent.
Lorsgque les nombres sortent du carré magique, ils vont dans laligne du bas s'ils sont dans
une case jaune (déplacement vertical), ils vont dans la colonne de gauche s'ils sont dans
une case bleue (déplacement horizontal).

Si une case est d§ja occupée, le nombre doit aler a cété du nombre précédent, a sa gauche.
La case orange A doit étre considérée comme une case occupee.

Exemple : mettons le 1 dans la seule case ou il doit aler dans cette méthode. Le 2 va devoir
aller au-dessus et adroite du 1. Il arrive dans une case bleue. Il est alors déplacé horizonta
lement tout & gauche.

Le 3 vaau-dessus et adroitedu 2. Le 4 vaau-dessus et & 10l 2 123l17] A
droite du 3. Il arrive dans une case jaune. || est alors déplacé

verticalement tout en bas. 9| 3122|1615

Le 5 vaau-dessus et adroite du 4. Le 6 devrait aler au-dessus
et adroite du 5, maislacase est occupée par le 1. Il doit alors 2121120 /14 8|2

aller juste agauche du 5. On continue ainsi... xl19/131 711125
Le 16 devrait aller danslacase A qui est considérée comme

une case occupée. || doit étre misjuste agauchedu 15. Avec |18 112 6 | 5 | 24|18

un peu d entrainement, on peut facilement construire ainsi des 1110 4 | 23| 17
carrés magiques d’ ordre impair (pas forcément normaux), sans

dessiner les cases qui sortent du carré magique et celaimpres-
sionnerales observateurs.
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Comme on a 81 nombres, il s agit d un carré magique d’ ordre 9. Le plus petit nombre est
13. lIs sont tous impairs.

Le2emeest 15(13+1-2). Le3émeest 17 (13+2-2). Ledémeest 19 (13+3-2). Le

5emeest 21 (13+4-2). Le8lémeest 173(13+ 80 - 2).

Pour connaitre la densité, il nous faut faire d’ abord I’ addition suivante: 13+ 15+ 17 + ...
+169+ 171+ 173=(13+ 171) + (15 + 169) + (17 + 167) + (19 + 165) + .... + 173.
Commeil y a81 nombres, on a groupé 40 paires, chacune ayant une somme de 184 et on a
mis tout seul le nombre 173. La somme cherchée vaut alors 40 - 184 + 173 = 7533. La den-
sité vaut 837 (7533 : 9).

Voici ci-dessous ce carré magigue construit selon laméthode vue al’ exercice 5. 1l peut étre
construit en moins de 5 minutes.

8l | 61 | 41 | 21 | 163|143 | 123|103 | 101

59 | 39 | 19 1161|141 |121|119| 99 | 79

37 | 17 | 159|139 | 137|117 | 97 | 77 | 57

15 | 157155135115 95 | 75 | 55 | 35

1731153 133|113 | 93 | 73 | 53 | 33 | 13

151 131|111 91 | 71 | 51 | 31 | 29 | 171

129 1109 | 89 | 69 | 49 | 47 | 27 | 169 | 149

107 | 87 | 67 | 65 | 45 | 25 | 167 | 147 | 127

85 | 83|63 |43 | 23 |165|145|125| 105

— Augustin Genoud, mars 2013 —
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